Al-Kihi’s tilfgjelser til Euklid’s Data: The Importance of Being Known™
af Len Berggren og Glen Van Brummelen
Indledning

Abu Sahl al-Kahi, en af middelaldernes storste arabiske geometere, levede i anden
halvdel af det tiende arhundrede. Selvom han skrev om mange forskellige emner,
behandlede hovedparten af hans veerker geometri i de store greeske geometeres stil —
herunder Euklid, Archimedes, og Apollonios. Faktisk eksemplificerer hans geometri
det bedste i middelalderens Arabien, idet den viderebringer traditioner fra de bedste af

hans greeske forgaengere.

Mange af al-Kihis afhandlinger udforsker variationer over et seerligt euklidisk tema; for
eksempel “Om at treekke to linjer fra et punkt med en kendt vinkel ved hjeelp af analy-
semetoden’, hvori der lgses tretten forskellige geometriske situationer baseret pa scena-
riet i overskriften.” Hans redskaber til at neerme sig disse problemer var forst og frem-
mest setningerne i Euklids Elementer og i Data. Forstneevnte, som er det beromte
veerk om geometrisk syntese, er i dag langt bedre studeret og forstaet end det sidst-
nzevnte, der er en guide til udovelse af analyse. Og dog ville al-Kihis synspunkt have
veeret at de to fremgangsmader var beregnet pa at gd hand i hand med analysen som et

udgangspunkt, hvorfor syntesen, det velkendte geometriske bevis, kunne konstrueres.

Al-Kahis forbindelse med Euklids arbejder gik imidlertid langt videre end til kun at
bruge dem i sin geometri. Han bidrog ogsé aktivt til, ja ligefrem forbedrede, selve
Euklids geometriske athandlinger. Hans revision af forste bog af Elementerne sendrede

pa drastisk vis reekkefelgen af seetningerne og udelod konstruktionerne som findes hos

1.  Vores titel er en hyldest til [Taisbak 2003], Euclids Data: The Importance of Being Given, hvor han

leegger vaegt pa den forandrede terminology fra graesk “givet” til arabisk “kendt”. (Vi mener Oscar Wilde
ville have bifaldet det!)

2. Seudgaven og oversattelsen i [Berggren/Van Brummelen 2001].
*  Padansk ved Hanne Strand og Chr. Gorm Tortzen
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Euklid.®> Reorganiseringen ser ud til at vaere begrundet i hans tiltro til anvendelsen af
parallelpostulatet (som Euklid havde undgéet at bruge sa leenge som muligt), og ved
indfejelsen af et nyt bevis for Pythagoras’ seetning. Han reviderede ikke anden bog af
Elementerne men tilfgjede snarere en reekke seetninger, af hvilke nogle seerligt havde til
formal at stotte studiet af Apollonios’ Keglesnit. (En afhandling om tilfgjelser til tredje

bog af Elementerne er desverre tabt.’)

Al-Kahis udeladelse af konstruktioner fra forste bog af Elementerne se ud til at afspejle
et synspunkt om, at det at udfere geometriske konstruktioner og bevise geometriske
setninger er to forskellige aktiviteter og at Data er det passende redskab for det forste
og Elementerne for det andet. I deres konstruktioner (f.eks. “Om at treekke to linjer”)
gjorde al-Kihi og nogle af hans kolleger sig mindst lige s& store anstrengelser i deres
analyser som i de tilsvarende synteser, og somme tider undgik de fuldsteendig de sidste.
Det er saledes ikke spor overraskende, at al-Kahis sterste afhandling viet til Euklids
veerker er en samling pd tredive setninger som skal fojes til Data, selvom den seerlige

del af Data som al-Kahi valgte at udvide, er temmelig overraskende, som vi skal se.

Data og analyse

Euklids Data har faet en blandet modtagelse hos moderne forskere. Dens seetninger er
beregnet til brug for analyse, og de fleste af dem svarer til seetninger i Elementerne.

Imidlertid tyder deres forskellige formulering pa forskellig anvendelse. For eksempel,

Data 29: Hvis en ret linje er givet i position og der pa et givet punkt pa den traekkes en

linje som danner en given vinkel, er den rette linje givet i position.°

3. Se [Berggren/Van Brummelen 2005].

4.  Se [DeYoung 1991-1992]. [Berggren/Van Brummelen 2002-2003] som bringer en kort relateret tekst som
bekreefter at nogle af setningerne var skrevet som lemmaer for at udfylde huller i beviserne i anden og
tredje bog af Keglesnit.

5. [Sezgin 1974, 319]. (Biblioteket i Berlin har oplyst os om tabet af manuskriptet under Anden Verdenskrig.)
6.  [Taisbak 2003, 102].
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Udsagn af den art kan tolkes som forkortede udsagn om konstruktioner (i dette tilfselde
Elementerne 1.23), som kan fyldes ud, nar analyse bliver til syntese. Som analyse blev
praktiseret i det antikke Greaekenland, var den en todelt proces, der begyndte med en
transformation af et geometrisk problem til et andet, som man forventede at kunne
behandle. Derefter dannede losningen skelettet i konstruktionen af det nye problem,
med et argument som lagde op til setninger i Data, og endte med, at det gnskede
objekt var givet. Det kunne hen ad vejen udvides til at danne en syntese. Fra dette syns-
punkt er Data ikke meget mere end en ‘huskeseddel, som udtrykker de mest alminde-
lige konstruktioner i Elementerne i kort form, og i sa fald har forskere inden for greesk
matematik veeret i deres gode ret til at gore kort proces med den. Andre fortolkninger
af udtrykket “givet” findes sa tidligt som i det antikke Greaekenland og i middelalderens
Arabien. Det geelder iseer, at et objekt er givet, nar det er fastslaet, at det ma eksistere i

en eller flere mulige konfigurationer, hvilket er en bekreaftelse af objektets eksistens.’

Analyse der indebeerer argumenter om ‘noget givet, er der mange af i arabisk mate-
matik. Faktisk indeholder nogle arabiske veerker udelukkende analyser og ingen trans-
formationer, kun lgsninger. (Al-Kahi’s “Om at traekke to linjer fra et punkt i en kendt
vinkel”;® som vi refererede til for, er et eksempel pd denne fremgangsmade.) Derfor spil-
lede arabiske analyser en vigtigere og maske anderledes rolle, end de havde gjort i
Graekenland. Hertil kom, at eendringen af det graeske ord ‘givet’ til det arabiske ‘kendt’
og en deraf folgende diskussion af betydningen af ‘kendt’ ogsd antyder, at arabiske

analyser maske blev opfattet anderledes end deres graeske forgengere.’

7.  Se for eksempel Marinos af Napolis kommentar, oversat i [Taisbak 2003, 241-249]. For arabiske ek-
sempler pé diskussioner af dette emne, se [Berggren/Van Brummelen 2000, 25-28].

8.  [Berggren/Van Brummelen 2001].

9.  Se for eksempel [Berggren 1983, 53-55; commentary p. 84]. Disse emner er behandlet i [Berggren/Van
Brummelen 2000, 16-28].
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“Med en given storre end i forhold” og Al-Kiihi’s udvidelse

Ikke desto mindre undgik de fleste graeske og arabiske analyser et mystisk afsnit af
Data (setningerne 10-21), hvor Euklid underseger relationen “med en given [storrelse]
storre end i [et givet] forhold”. En sterrelse a siges at veere “med en given storre end i
forhold” til en anden storrelse b hvis der er en given storrelse, z, der kan fjernes fra a
sddan at resten a — z har et givet forhold til b. (Vi vil, ifelge [Taisbak 2003], forkorte
dette a 8>: b."°) Euklid definerer ogsd (men bruger aldrig) relationen “med en given
mindre end i forhold”, hvor a 6<: b hvis et givet z eksisterer sddan at (a + z) : b er givet.
Under alle omstendigheder synes ingen af dem at have veret brugt meget i greesk

matematik."

I neerveerende afhandling, der ikke har noget navn, men som vi vil kalde Tilfojelser til
Data (eller slet og ret Tilfolelser), etablerer al-Kihi en naturlig udvidelse af udtrykkene
“med en given storre/mindre end i forhold” Det siges at en storrelse a “sammen med
en starrelse, hvis forhold til b er kendt, er kendt” (som vi vil forkorte a e<: b), hvis der
er en storrelse z, sddan at a + z og z : b er kendte." Udtrykket er sd malende, at en
formel definition egentlig ikke er kreevet, og al-Kiahi giver ikke nogen. De fleste af al-
Kihis 30 setninger beskeeftiger sig med relationen e<: og dens interaktioner med rela-

tionen &>: .

Seetningerne har en dobbeltnummerering i begge overleverede handskrifter, hvilket
synes at antyde, at al-Kahi oprindeligt satte sine seetninger i mellem seetningerne i

Data. Der er precedens for dette; al-Kiahi reviderede og tilfsjede andre steder

10. [Taisbak 2003, 58].

11. Man kan dog til Apollonios’ brug af konceptet citeret i [Taisbak 2003, 59], tilfgje dets brug hos Diophant,
Arithmetica 117, og Pappos, Synagoge 111 umiddelbart efter setning 35.

12. Der er ikke behov for en €>: relation, for hvis den defineres naturligt, er den a&kvivalent med 6>: . Givet a
€<: b, lad z vaere den e>: kraevede storrelse. Sa vil a — z opfylde z’s rolle ved definitionen af §>: . Tilsva-
rende, hvis a 8>: b, og z den sterrelse der er kraevet af §>: , sd vil a — z opfylde z’s rolle i definitionen af
€>:.
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setninger til de to forste boger af Elementerne.”® Vi skal herefter referere til setnin-
gerne med begge numre; f.eks. betyder setning 1/9 den forste seetning i al-Kihis
tilfojelser og den niende seetning i hans udvidede version af Data. Tilfojelserne er alle

inspireret af seetninger i selve Data og falder i folgende grupper:

1. Seetning 1/9: Et grundleeggende resultat som herer til forste afsnit af Data (1-9,
22-24).

(udvidelse af Data 22)
2. Seetningerne 3/16, 10/30: Reekker af a, b, c relateret af §>: eller e<: til nye storrelser d,
e, f med kendte forhold

(er parallel med Data 9)
3. Seetningerne 4/24, 5/25: Refleksivitet af §>:, <: og e<:.
4. Seetningerne 6/26, 7/27: Componendo/subtrahendo relationer

(som I Data 10, 11)
5. Seetningerne 2/14, 8/28, 9/29: Transitivitet af §>: og e<: med kendte forhold

(som i Data 13)
6. Seetningerne 11/32, 12/33, 19/40 — 30/51: Fra to kendte storrelser og to andre stor-
relser som er relateret til hinanden af 6>: , 6<: og €<: , bestemmer relationer mellem

disse storrelsers summer og differenser.
(som i Data 14-16, 20, 21)

7. Seetningerne 13/34 — 18/39: Kombinerer tre steorrelser med to relationer (6>:, 6<:

eller e<:) (som i Data 17, 18), og kulminerer i dobbelttransitiviteten af e<: (Data 19)

Ud fra de ovenfor navnte tette paralleller med satninger fra Data'* er det klart, at al-
Kiahi mente at veere i gang med at udvide resultaterne i Data, dog uden at afvige fra

traditionen. Desuden er enhver seetning i Tilfsjelser (bortset fra den lgsrevne Seetning

13. Al-Kihis revision af Bog II (i [DeYoung 1991-1992]) omformulerer de forste ti setninger og fejer sytten
flere til. Han revision af Bog I (i [Berggren/Van Brummelen 2005]) er meget mere ambitigs, idet den
fjerner de geometriske konstruktioner og reviderer den logiske reekkefolge.

14. Bortset fra saetningerne om refleksivitet som Euklid ikke under nogen omstendigheder kunne have inklu-
deret, fordi 6 >: ikke er refleksiv.
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1) en udvidelse af setningen i afsnittet i Data om “givet storre end i forhold”," hvilket
antyder at al-Kahi foretog en gennemgribende udforskning af emnet (seerligt hans nye

relation e<:), og pa alle stadier fik inspiration fra selve Data.

En fremstilling med moderne notation og kommentar

Pastandene er i geometrisk form, og ved at vende dem til algebraisk terminologi lgber
man risikoen for at eendre deres betydning og forlede en til at glemme, at geometriske
storrelser ikke kan have negative veerdier og nulveerdier. Ikke desto mindre, da en frem-
stilling udelukkende i ord ger det vanskeligt for en moderne leeser at folge argumen-
terne, giver vi forst en algebraisk fremstilling af Tilfojelser, som forholder sig sa tro som
muligt til al-Kahi’s tekst. Vi giver ogsa en overseettelse af en raekke af seetningerne,
sadan at leseren kan sammenligne de algebraiske formuleringer med al-Kihis
pastande.

Al-Kahi refererer aldrig til de seetninger, som han bruger for at understette argumen-
terne i sine beviser, selvom enhver slutning bygger pa en satning fra enten Data eller
Tilfojelser. 1 vores fremstilling har vi tilfojet referencer til disse seetninger. Adskillige
grundleeggende resultater fra den tidlige del af Data (der drejer sig om sterrelser her

symboliseret ved a, b, c) er hyppigt brugt; disse er:

Data 2: Hvis a er kendt og a : b er kendt, sa er b kendt.

Data 3: Hvis a og b er kendte, sa er a + b kendt.

Data 4: Hvis a og b er kendte, sa er a — b kendt.

Data 5: Hvis a : b er kendt og b er en del af 4, sé er a : (a — b) kendt.
Data 6: Hvis a : b er kendt, sd er (a + b): a og (a + b) : b kendt.

Data 8: Hvisa : b ogc: b,saer a: c kendt.

15. Data 12 beskaeftiger sig ikke med “givet storre end i forhold”, og herer ikke til i dette afsnit.
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(Da vi refererer til arabiske tilfgjelser til den arabiske overseettelse af Data, bruger vi

det arabiske ord “kendt” i stedet for “givet”.)

Seetning 1/9: Hvis der er flere storrelser og forholdene mellem hver af disse og en
anden storrelse er kendt, s& er forholdet mellem summen af de flere storrelser og den

anden kendt.

Bevis: Lad a, b og c veere storrelser, hvis forhold til sterrelsen z er kendt. Ifelge Data 8
er a : b kendt og derfor (ifelge Data 6) er (a + b) : b kendt. Men b : z er kendt; derfor er
(ifelge Data 8) (a + b) : z kendt. Pa den anden side er c : z kendt og derfor er (ifolge
Data 8) (a + b) : ¢ kendt. Heraf er (ifolge Data 6) (a + b + c) : ¢ kendt. Endvidere er c: z
kendt, og derfor er (ifelge Data 8) (a + b + ¢) : z kendt.

Dette er en udvidelse af Data 22, fra to til flere storrelser.

Seetning 2/14: Hvis a 6>: b og b : c er kendt, sd er ad>: c.

Bevis: Hvis z er den kendte del som skal fjernes fra a, sd er (¢ — z) : b kendt. Men b : ¢

er kendt og derfor er (ifolge Data 8) (a — z) : ¢ kendt. Heraf er a §>: c.

Denne setning er analog med Data 13; Transitiviteten af relationen 6>:
med den “givne forhold” relation er anvendt pa hgjre side af 6>: relationen,

snarere end pa den venstre.

Seetning 3/16: Hvis a 6>: b og b 6>: ¢ og forholdene a : d, b : e og ¢ : z er kendte, sé er d

d>:eoged>:z.

Bevis: Da a 8>: b og a : d er kendte har vi ifelge Data 13, at d 8>: b ;'° men b : e er ogsa

kendt sa ifelge seetning 2/14 har vi d §>: e . P4 samme made kan vi etablere e §>: z .

16. Den her anforte relation er ikke klart udtrykt.
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Sammenlign med Data 9, som fastslar et fuldsteendigt tilsvarende resultat,
men for kendte forhold snarere end relationen 6>: . Se ogs& Seetning 10/30
for den samme péastand men med relationen e<: . Parallellen til Data 9 kan
forklare, hvorfor pastandene i begge seetninger 3/16 og 10/30 indeholder
redundanser (konstruktionen at e §>: z er ungdvendig; derfor er der ingen

grund til at henvise til c eller z overhovedet).

Seetning 4/24: Hvis a 0>: b;sé bd<: a .

Bevis: Lad z veere den kendte del som skal fjernes fra a; sa er (a — z) : b kendt. Leeg nu y

til b sadan at (b:y ) = (a_—bz) . Da sidstnaevnte forhold er kendt, sa er (b + y) : a ogsé kendt.

Derfor er b 0<: a , da (b + y) : a er kendt og y er kendt (for ved at fratreekke teellerne og

neevnerne i forholdsligheden ovenfor, sa bliver resultatet y : z kendt; og z er kendt).

Her tillader al-Kuhi for forste gang “givet storre end i forhold” at interagere
med “givet mindre end i forhold”, som er defineret i Data men aldrig brugt.
Husk at b 6<: a hvis b er mindre med en kendt del y, end en anden starrel-
se, og at (b + y) : a er kendt. Han beviser aldrig det modsatte, hvilket med-

forer et irritationsmoment i Seetning 23/44.

Her og senere antager al-Kahi eksistensen af en fjerdeproportional i det til-
feelde, hvor tre af fire storrelser i et forhold er specificeret. Selvom det ikke
er indlysende for alle geometriske storrelser, var dette normal praksis i

béde Greekenland og Arabien."”

Al-Kahi udelader argumentet i parentes, som beviser at y er kendt, en aty-

pisk udeladelse.

17. Se diskussionerne i [Mueller 1981, 139] og [Taisbak 2003, 40].
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Seetning 5/25: Hvisa e<: b,sd be<:a.

Seetning 6/26: (i) Hvis a e<: b (hvor sterrelsen som skal leegges til a ikke er b), sa enten
(a +b)e<:beller (a +b)d>:b. (ii) Hvis (a + b) e<: b, sd a e<: b.

Seetning 7/27: Hvis a e<: b (hvor sterrelsen der skal leegge til a ikke er b), s& enten a d<:
(a + b) eller a e<: (a + b).

Bevis: Lad z veere storrelsen kreevet af relationen e<: .

Antag z > b."* Nu, da z : b er kendt, s er (ifglge Data 5) z : (z — b) kendt.

—_— z

Veelg y sadan at § =% ."” Da det sidste er kendt, er det forste det ogsa, og derfor er

ogsa deres “komposition” (a + z) : (z + y — b) kendt. Men da a + z er kendt per defini-
tion, er z + y — b kendt ifglge Data 2. Sé er (ifolge Data 4, ved at treekke denne fra den
kendte a + z), a + b — y kendt. Derfor er (a + b) 8>: a (hvor a + b — y er storrelsen

kraevet af relationen §>: ). S& er (ifolge Seetning 4/24) a 8<: (a + b).*°

Antag pa den anden side, at z < b . Da z : b er kendt, sé er (ved kombination af Data 5
og 8) z: (b - z) kendt. Valg y sddan at ¥ = w=.”' Da sidstnaevnte forhold er kendt, sé er
det forste det ogsd, og ved “komposition” er 55+ kendt. Men a + z er kendt, si er
(ifelge Data 2) y + b — z ogsa kendt. Derfor er (ved sammenleegning) a + b + y kendt.

Endvidere er y : a kendt; derfor er (a + b) e<: a . Derfor er (ifolge Seetning 5/25) a e<: (a
+b)?

I begge manuskripter er figurerne tegnet i den omvendte orden af deres

anvendelse i beviset.

18. Al-Kuhi skriver faktisk a + z > a + b.

19. Denne s&tning i beviset er rekonstrueret; der er en lakune i teksten.
20. En marginalnote i AS 4830 bekraefter brugen af Setning 4.

21. Der er endnu en lakune her; forholdet er rekonstrueret.

22. Brugen af Se@tning 5 er bekraftet af en marginalnote i AS 4830.
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Seetning 8/28: Hvis a e<: b og b : c er kendt, sd er bade a e<: cogce<:a.

Seetning 9/29: Hvis a : b er kendt og b e<: c,sd er bddeae<:cogce<:a.

Seetning 10/30: Antag ata e<: bogbe<:c,oga:d,b:eogc:zalleer kendte. Sd er d

€<:eogee<:z.

Seetning 11/32: Antag at a og b er kendte, ogat c: d er kendt. Sder (a —c)e<: (b + d) .

Seetning 12/33: Antag at a og b er kendte, og at ¢ : d er kendt. Sd er (c — a) e<: (b — d)
og(b-d)e<:(c—a).

Seetning 13/34: Antag at a e€<: ¢ og b €<: ¢. S& er enten a : b kendt, eller a §>: b eller b

0> a.

Seetning 14/35: Antag at a €<: b og a e<: c. Sa er enten b : ¢ kendt, eller b 0>: c eller ¢
d>:b.

Seetning 15/36: Antag at a €<: b og b €<: c. Sa er enten a : ¢ kendt, eller a §>: c eller ¢

0>: a.

Seetning 16/37: Antag at a §>: b og b e<: ¢ . Sd er a e<: ¢ (og omvendt).

Seetning 17/38: Antag ata e<: b og b 6>: ¢ . Sé er a e<: ¢ (og omvendt).

Seetning 18/39: Antagatae<:b,be<:cogce<:d.Sderae<:d.

Bevis: Af seetning 15/36 er enten a : ¢ kendt, eller a 6>: ¢ eller ¢ 6>: a . I det forste
tilfeelde giver seetning 9/29 resultatet; i det andet tilfeelde giver seetning 16/37 det; i det
tredje giver seetning 17/38 det.
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Faktisk refererer teksten ikke direkte til det tredje tilfeelde, men den ellers
uudnyttede seetning 17/38 umiddelbart ovenfor antyder, at al-Kahi var op-

merksom pa det tredje tilfeelde og nedvendigheden af at lagse det.

Denne seetning er hgjdepunktet af en udvidet undersogelse af resultater re-
lateret til transitiviteten af relationen e<: . Det er bemeerkelsesveerdigt at
e<: ikke altid er transitiv gennem den szdvanlige folge af to relationer,”
men er transitiv gennem tre. Selvom al-Kahi ikke direkte behandler ikke-
transitivitet gennem en folge af to relationer, antyder raekken af saetninger,

som leder frem til dette, kraftigt, at han var opmeerksom pa dette.

Seetning 19/40: Antag at a og b er kendte, og at c 6>: d . Sd er enten (@ + ¢) : (b + d)
kendt eller (a + c) 6>: (b + d) , eller omvendt.

Seetning 20/41: Antag at a og b er kendte, ogatce<:d .Séer (a + c)e<: (b +d).

Seetning 21/42: Antag at a og b er kendte, og at ¢ §>: d . Sd er enten (a — ¢) : (b — d)
kendt, eller (a — ¢) 6>: (b —d) eller (b —d) 6>: (a —c) .

Seetning 22/43: Antag at a og b er kendte, ogatce<:d.Sder (a —c)e<: (b-d).

Seetning 23/44: Lad a 6>: b og lad ¢ og d veere kendte. Sa er enten (a — ¢) : (b — d) kendt
eller (a —c¢)8>: (b —d) eller (a — c) e<: (b - d).

23. Det er ikke trivielt at vise dette, fordi det at bevise, at en bestemt relation ikke er opfyldt kraever en anden
type bevis end al-Kaiht har brugt frem til nu. En made at bevise det, er som folger: Antag at to-trins transi-
tivitet geelder. Hvis vi, af setning 5/25, har a, b sadan at a e<: b, sd er b €<: a , og af transitivitet er a e<:
a . Vi kan altsd modbevise transitivitet, hvis vi kan finde a, sddan at g-e<:+«, men a e<: b for mindst en
anden storrelse b. Antag at de kendte starrelser er de (positive) algebraiske lengder, og at ¢ = 7. Hvis a
€<: a , sd ma der findes en l&ngde z som er et (positiv) algebraisk multiplum af @, som hvis det legges til
7, frembringer et algebraisk tal. Men hvis z = rr (r algebraisk), sd er a + z = 7 + rw = (I + r)w, som ikke
kan veare algebraisk. Sa @-e<+«. Men der er en storrelse b, sadan at a e<: b, nemlig 4 — 7 : for hvis vi
lader z = 4 — m, er bade a + z og z/b rationale.
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Bevis: Lad z vare storrelsen kraevet af relationen 6>: ; si er (a — z) : b kendt. P4 den
anden side, da z og c er kendte, sé er (af Data 4) ogsa ¢ — z (eller z — ¢, atheengig af
hvilken der er starst) kendt. Derfor, hvis z < ¢, sa er (af Data 15) enten ((a — z) — (c — z))
:(b-d)=(—-c):(b-d)kendt, eller (a — c) 6>: (b — d) . Men hvis z > ¢, sa er af
setning 11/32 (se kommentaren nedenfor) ((a — z) + (z — ¢)) €<: (b — d) , s& (a — c) e<:
(b - d)).
Endelig, hvis ¢ = z, sd er (b — d) 6<: (a — ¢) pr. definition (den relevante kendte storrelse
erd,da(a—-2z):b=(a-c):b erkendt), og sa er (af den omvendte af setning 4/24)
(@a-c)d>:(b-4d).
Al-Kihi begér to mindre fejl her. For det forste skulle hans anvendelse af
setning 11/32 resultere i (a — ¢) €<: (d — b) , ikke (b — d) . For det andet an-
vender han den omvendte til seetning 4/24, som aldrig bevises. Vi kan for-
klare denne situation velvilligt ved at antage, at al-Kihi bade havde den
passende variant af seetning 11/32 og den omvendte til setning 4/24, da
han arbejdede pa dette bevis, men at de af en eller anden grund ikke kom

med i den endelige afhandling.

Seetning 24/45: Lad a e<: b og lad ¢ og d veere kendte. Sé er (a — ¢) e<: (b — d) (og

omvendt).

Seetning 25/46: Lad a og b veere kendte og lad ¢ 6>: d . Sd er (a + ¢) e<: (b — d) (og

omvendt).

Seetning 26/47: Antag at a 0>: b og at ¢ og d er kendte. S& er (a + ¢) e<: (b — d) (og

omvendt).

Seetning 27/48: Antag at a §>: b og at c og d er kendte. Sd er (a + ¢) 6>: (b — d).

Seetning 28/49: Antag at a e<: b og at ¢ og d er kendte. Sd er (a + c) e<: (b — d) (og

omvendt).
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Seetning 29/50: Lad a og b veere kendte, og lad ¢ 8>: d . S& er (c — a) e<: (b - d).

Seetning 30/51: Lad a og b vere kendte, og lad ¢ e<: d. Sa er enten (c — a) 6>: (b — d)
eller (b —d)d>: (c —a), eller (c —a): (b — d) er kendt.

Bevis: Da c e<: d , sa er (af seetning 5/25) d e<: ¢ . Lad z veere storrelsen kreevet af den
sidste e<: relation. Lad forst z < b — d . Sé er z : ¢ kendt. Pa den anden side, da b og d +
z er kendte, er (af Data 4) b — (d + z) det ogsa. Derfor er (af Data 16) (b — d) §>: (c — a).
Ladnuz > b —d. Saer z: c kendt, og (da bdde d + z og b er kendte af Data 4)d + z - b
er kendt. Sé er (af Data 15) enten (z —(d +z—-b)): (c—a) = (b —-d): (c — a) eller (b - d)
0>: (c —a), eller (c —a) 6>: (b - d).

Bemeerk at al-Kahi ikke behandler tilfeeldet z = b — d; ligesom han ikke

nevner det i seetningens formulering, som han fer har gjort.

Overscettelse

Vores overseettelse af teksten er baseret pa de to kendte afskrifter af veerket: Istanbul
(Syleymaniye Library) manuskript nr. AS 4830 og AS 4832. Runde parenteser inde-
holder henvisning til sidetal i manuskriptet; skarpe parenteser indeholder vores rekon-
struktion af teksten. Vores translitterationssystem, der refererer til punkter i figurerne,
folger [Kennedy 1991/91]. Vi har planer om pé et senere tidspunkt at publicere en
udgave af teksten og en fuldsteendig overseettelse. Vi mener dog, at den 'moderne’ frem-
stilling ovenfor sammen med den folgende overseettelse af udvalgte dele af athand-
lingen vil give leeseren en god fornemmelse af, hvad teksten siger og hvordan den gor

det.

I Guds, den Barmhjertiges og Medlidendes Navn

(Jeg soger hjeelp fra Gud)
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Aba Sahl Wijan ibn Wustam al-Kahis Tilfojelser til Euklids Data

1 (9). Hvis der findes flere storrelser, og forholdet mellem enhver af dem til en
anden er kendt, sa er forholdet mellem dem alle og denne storrelse kendt.

Lad forholdet mellem enhver af AB, BG, GD og E vere kendt. Jeg siger: Forholdet
mellem AD og E er kendt.

Bevis: Forholdet mellem enhver af AB, BG, GD og E er kendt. Derfor er forholdet
mellem AB og BG kendt, og forholdet mellem AG og BG er kendt. Men forholdet
mellem BG og E er kendt. Derfor er forholdet mellem AG og E kendt. P& den anden
side: Forholdet mellem GD og E er kendt, derfor er forholdet mellem AG og GD kendt.
Derfor er forholdet mellem AD og DG kendt. Endvidere er forholdet mellem DG og E
kendt; derfor er forholdet mellem AD og E kendt. Og det var, hvad vi ville bevise.

Figur 1

2 (14). Hvis der er tre storrelser, og den forste, med en kendt del, er storre end den
storrelse, hvis forhold til den anden er kendt, og forholdet mellem den anden og den
tredje er kendt, s er den forste, med en kendt del, storre end en storrelse, hvis forhold

til den tredje er kendt.

Lad der nu veere storrelserne AB, G og D. Og AB er, med en kendt del, storre end
en storrelse, hvis forhold til G er kendt, og forholdet mellem G og D er kendt. Jeg siger:

AB er, med en kendt del, storre end en starrelse, hvis forhold til D er kendt.
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Bevis: Fra AB tager vi den kendte del, dvs. AE. Derfor er forholdet mellem den
resterende EB og G kendt. Pa den anden side er forholdet mellem G og D kendt, derfor
er forholdet mellem EB og D kendt. Derfor er AB, med en kendt del som er AE, storre
end sterrelsen EB, hvis forhold til D er kendt. Og det var, hvad vi ville bevise.

D
Figur 2

3 (16). Hvis der er flere storrelser, og hver af dem, med en kendt del, er storre end
en storrelse, hvis forhold til den anden er kendt i reekkefolge, og forholdet mellem hver
enkelt af dem og hver af de andre storrelser er kendt, sa er enhver af de andre stor-
relser, med en kendt del, storre end den sterrelse, hvis forhold til den anden er kendt

konsekutivt.

Lad storrelserne veere A, B og G. A er, med en kendt del, storre end en storrelse,
hvis forhold til B er kendt, B er, med en kendt del, storre end en storrelse, hvis forhold
til G er kendt, og A's forhold til D, B's til E og G's til Z er kendt. Jeg siger: Storrelsen D
er, med en kendt del, storre end en storrelse, hvis forhold til E er kendt, og E er, med en
kendt del, storre end en storrelse, hvis forhold til Z er kendt.

Bevis: A's forhold til B er kendt, og A er, med en kendt del, storre end en storrelse,
hvis forhold til B er kendt. P4 den anden side er B's forhold til E kendt. Derfor er D,
med en kendt del, storre end en storrelse, hvis forhold til E er kendt. P4 samme made
er E, med en kendt del, storre end en storrelse, hvis forhold til Z er kendt. Og det var,

hvad vi ville bevise.
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Figur 3

4 (24). Hvis der er to storrelser, og den ene af dem, med en kendt del, er storre end
en starrelse, hvis forhold til den anden er kendt, s& er den anden stgrrelse, med en

kendt del, mindre end en storrelse, hvis forhold til den forste stgrrelse er kendt.

Lad der nu veere to stgrrelser AB, GD, hvor AB, med en kendt del, er storre end en
storrelse, hvis forhold til GC er kendt. Jeg siger: GD er, med en kendt del, mindre end

en starrelse, hvis forhold til AB er kendt.

Bevis: Vi tager fra AB den kendte storrelse, dvs. AE. Hvad der bliver tilbage, er
storrelsen BE, hvis forhold til GD er kendt. Hvis vi nu skulle danne forholdet mellem
DZ og det kendte A[B] som forholdet mellem GD og EB, hvilket [forhold] er kendt, s&
er forholdet mellem ZD og AB kendt. Derfor er steorrelsen GD mindre end storrelsen
ZD, hvis forhold til AB er kendt. Derfor er stgrrelsen GD mindre end stgrrelsen ZD,
hvis forhold til AB er kendt, med en kendt del, dvs. ZG. Og det var, hvad vi ville bevise.

A E B
z G D
Figur 4
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Vi udelader oversaettelsen af seetningerne 5 og 6.

7 (27) Hvis der er to storrelser, og en af dem (plus en storrelse, hvis forhold til den
anden storrelse er kendt og ikke er et lighedsforhold) er kendt, s& vil denne storrelse
enten, med en kendt del, veere mindre end en stgrrelse, hvis forhold til dem alle er

kendt, eller ogsa er den plus en storrelse, hvis forhold til dem alle er kendt, kendt.

Lad nu de to storrelser veere AB, BG. Og AB (plus en starrelse, hvis forhold til BG
er kendt) er kendt. Jeg siger: AB er enten, med en kendt del, mindre end en sterrelse,
hvis forhold til AG er kendst, eller ogsa er den plus en storrelse, hvis forhold til AG er
kendt, kendt.

Bevis: Lad den kendte storrelse forst og fremmest veere storre end AG, dvs. AD. Da
forholdet mellem DB og BG er kendt, er ved omvending forholdet mellem BD og DG
kendt. Vi lader nu forholdet mellem AB og GE veere [ligesom forholdet mellem BD og
DG@G]. Derfor er forholdet mellem AD, som er kendt, og DE kendt. Folgelig er storrelsen
af DE kendt. Derfor er AE kendt. Derfor er AG storre end GE, hvis forhold til AB er
kendt, med storrelsen af AE, som er kendt. Folgelig er AB, med en kendt del, mindre
end en stgrrelse, hvis forhold til AG er kendt. Pa den anden side, hvis den kendte stor-
relse er AD, som er mindre end AG, sa vil, da forholdet mellem DB og BG er kendt,
forholdet mellem BD og DG veere kendt gennem fradrag. Og hvis vi ville lade
[forholdet mellem BD og DG] veere ligesom forholdet mellem AB og GE, sa vil
forholdet mellem AD, som er kendt, og DE veere kendt. Derfor er DE kendt. Folgelig er
AE kendt. Endvidere er forholdet mellem GE og AB kendt. Folgelig er AG (plus GE,
hvis forhold til AB er kendt) kendt. Derfor er AB (plus en starrelse, hvis forhold til AG
er kendt) kendt. Derfor er AB enten, med en kendt del, mindre end den storrelse, hvis
forhold til AG er kendt eller (plus en storrelse, hvis forhold til den er kendt) kendt. Og

det var, hvad vi ville bevise.
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Figur 7

Vi udelader overseettelsen af seetningerne 8-17.

18 (39) Hvis der er fire storrelser, og den forste (plus en storrelse, hvis forhold til
den anden er kendt) er kendt, og den anden (plus en storrelse, hvis forhold til den
tredje er kendt), og en tredje (plus en storrelse, hvis forhold til den fjerde er kendt) er

kendt, sa er den forste (plus en storrelse, hvis forhold til den fjerde er kendt) kendt.

Lad storrelserne veere givet som A, B, G og D. Og A (plus en storrelse, hvis forhold
til B er kendt) er kendt. B (plus en storrelse, hvis forhold til G er kendt) er kendt og G
(plus en storrelse, hvis forhold til D er kendt) er kendt. Jeg siger: A (plus en storrelse,
hvis forhold til D er kendt) er kendt.

Bevis: A (plus en storrelse, hvis forhold til B er kendt) er kendt, B (plus en storrelse,
hvis forhold til G er kendt) er kendt; folgelig er forholdet mellem A og G enten kendt
eller ogsa er A, med en kendt del, storre end den storrelse, hvis forhold til G er kendt.
Endvidere er G (plus en sterrelse, hvis forhold til D er kendt) kendt. Og det var, hvad vi

ville bevise.

Figur 18
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Vi udelader seetningerne 19-22.

23 (44). Hvis der er to storrelser, og en af dem, med en kendt del, er storre end en
storrelse, hvis forhold til den anden er kendt, og der fra hver af dem tages en kendt
starrelse, sd er forholdet mellem den ene af de resterende starrelser til den anden enten
kendt eller ogsé er en af dem, med en kendt del, storre end en sterrelse, hvis forhold til
den anden er kendt, eller ogsa er en af de to resterende sterrelser (plus en sterrelse,

hvis forhold til den anden er kendt) kendt.

Lad nu de to storrelser veere AB, GD. Og AB, med en kendt del, er storre end en
storrelse, hvis forhold til GD er kendt. Fra hver af dem tager vi en kendt storrelse, dvs.
AE og GZ. Jeg siger: Forholdet mellem BE og ZD er enten kendyt, eller ogsé er BE, med
en kendt del, storre end en storrelse, hvis forhold til ZD er kendt, eller ogsd er den

(plus en storrelse, hvis forhold til ZD er kendt) kendt.

Bevis: Da AB, med en kendt del, er storre end en storrelse, hvis forhold til GD er
kendt, tager vi fra AB den kendte del, dvs. AH. Folgelig er forholdet mellem den reste-
rende HB og GD kendt. Pa den anden side, da hver af storrelserne AH, AE er kendt, og
forskellen mellem dem, dvs. EH er kendt, og GD er kendt, sa er derfor, hvis nu AH var
mindre en AE, forholdet mellem BE og ZD enten kendyt, eller ogsa er en af dem, med en
kendt del, storre end en storrelse, hvis forhold til den anden er kendt, fordi to kendte
storrelser blev trukket fra to sterrelser, hvis forhold til hinanden er kendt. Hvis nu den
var starre, sa er BE (plus en storrelse, hvis forhold til ZD er kendt) kendt. P4 den anden
side, hvis den var lig med, sd vil DZ, veere mindre end ZG, hvis forhold til EB er kendt,
med en kendt del, dvs. GZ. Derfor er EB ogsa, med en kendt del, storre end en stor-

relse, hvis forhold til ZD er kendt. Og det var, hvad vi ville bevise.
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Figur 23

Vi udelader seetningerne 24-29.

30 (51) Hvis der er to kendte storrelser, og en af dem tages fra en storrelse (hvis
forhold til en storrelse taget fra den anden er kendt) er kendt, sa vil en af de to reste-
rende stgrrelser enten, med en kendt del, veere storre end en starrelse, hvis forhold til
den anden er kendyt, eller ogsa vil forholdet mellem den ene og den anden af dem veere

kendt.

Lad nu de to kendte storrelser veere AB, GD, og AB er taget fra AE, som (plus en
storrelse, hvis forhold til GZ, som er taget fra den anden, er kendt) er kendt. Jeg siger:
En af stgrrelserne BE, ZD vil enten, med en kendt del, veere storre end en storrelse, hvis
forhold til den anden er kendt, eller ogsa er forholdet mellem den ene og den anden af

dem kendt.

Bevis: Da EA (plus en starrelse, hvis forhold til GD er kendt) er kendt, er GD (plus
en starrelse, hvis forhold til AE er kendt) kendt.

Lad nu sterrelsen vere ZT. Og lad den forst veere mindre end ZD. Folgelig er
forholdet mellem ZT og AE kendt. P& den anden side er DT kendt, fordi hver af GD,
GT er kendt. Endvidere, da forholdet mellem ZT og AE er kendt, og der til ZT er lagt
den kendte storrelse TD, og fra AE er trukket den kendt storrelse AB, si er hele ZD,
med en kendt del, storre end en stgrrelse, hvis forhold til det resterende, dvs. BE,
kendt. Endvidere, hvis ZT nu var stgrre end ZD, sa vil, eftersom forholdet mellem ZT
og AE er kendt, og TD, AB som er kendte, er taget fra hver af dem, forholdet mellem
det resterende DZ og det resterende BE derfor enten veere kendt, eller ogséd den enes
forhold, med en kendt del, veere storre end en storrelse, hvis forhold til den anden er

kendt. Og det var, hvad vi ville bevise.
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Figur 30

Tak

Hjertelig tak for hjeelpen fra folgende personer: Professor Fuat Sezgin for at fremskaffe
kopier af manuskripterne til afthandlingen; A.A. Hannawi for hans hjeelp ved forbere-
delsen af den preelimineere udgave af den arabiske tekst og den preelimineere overseet-
telse; og professor Jan Hogendijk for at kontrollere adskillige marginalnoter skrevet af

Ibn Sartaq i AS 4832.

Len Berggren: berggren@sfu.ca Glen Van Brummelen:
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